Representation des Signaux en
Fréquence

Transformées de Fourier

Option SLE, Cours Signal-Automatique AGD; 23/10/06



Representation en Fréquence :
4 modeles

Signaux continus périodiques
— Série de Fourier (SF)

Signaux continus non périodiques
— Transformée de Fourier (TF)

Signaux discrets non periodiques

— Transformée de Fourier des signaux discrets
(TFSD)

Signaux discrets périodiques
— Transformée de Fourier discrete (TFD)



Justification

Representation temporelle

— Evolution temporelle des signaux

Représentation de Fourier

— Composition fréquentielle des signaux

Cas particulier de la Transformée de Laplace

— Signaux permanents a €nergie finie

Point de départ : Série de Fourier (1807)

— Tous les signaux périodiques peuvent se décomposer en
somme de signaux sinusoidaux



Cas d’une sinusoide
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Cas de signaux en créneaux
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Cas de signaux en dent de scie

SAWTOOTH WAYE at 660 Hz
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Cas de signaux de battements

EEATS: Fo =660 Hz, Fm=12 Hz
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Autres exemples
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Chirps
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Justification

» Serie de Fourier (1807)

— Tous les signaux périodiques peuvent se
decomposer en somme de signaux sinusoidaux

x(f)=%+;an008(n @t rbrsin(n ) , X(t) périodique de période T,

— Formulation complexe

x(1)= iX[n] .exp(jna)ot)
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Représentation des signaux
periodiques (1/2)

* Cas trivial : x(t)=Asin(w,t+@)
X(t)=Acos(@)sin(w,t)+Asin(@)cos(w,t)
=>2a,=0, a,=Asin(@), b,=Acos(®)
 Formulation complexe
x(t)=j.(A/2).(e7%-¢%); 6= w,t+
X(t)=j.(A/2)(e?.e 10t _gi® glct)

2> X[1]=-.(A/2). e¢; X[-1]=j.(A/2). e¢
En module* |X[1]]= |A/2]; [X[-1]]= |A/2]
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Représentation des signaux
periodiques (2/2)

* Cas quelconque : x(t) périodique de période T,

x(t= Y Xinlexpljncar)

n=—oo

To

X[nl= 7 Ix(t)exp( —ncot )dt=—~ Ix(t)exp( —jneut )dt
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Exemples (1/2)
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Exemples (2/2)
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Spectre de raies

* Dans le domaine fréquentiel, un signal périodique
est repreésente par un spectre de raies

— Connaissance de la suite des X[n]

nh_r)noo‘X[n]‘:O Convergence

| X[n]| : module du spectre
Real {X[n]} : Partie réelle du spectre
Imag{X[n]} : Partie imaginaire du spectre
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Signaux continus non periodiques

 Extension

— Que se passe t’1l quand T tend vers I’infin1 ?

* Spectre de raies = spectre continu
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Transtformée de Fourier

C’est la Transformée de Fourier inverse : x(t) = TF-1{X(f)}

x(t)=TX(f) exp(21Tj fO)df

C’est la Transformée de Fourier : X(f)=TF {x(t)}

X(f)= _fo x(?) exp(—ZiT jf t)dt

X(f) existe s1 I'integrale converge (conditions d’existence) .



Extension

* Que se passe-t-il pour x(t) = o(t) ?
* Que se passe —t-1l pour x(t) = A. sin(w,t+Q)
ou cos(.) ?
* Les 2 réponses sont liées :
— Calcul de TF{o(t)} =1
— Calcul de TF-1{d(f-f))} = exp(2TGf,t)=exp(jL,t)
« Pour que TF et TF-! correspondent :

+00

[ewerifodgr=an  [ep-2mjfod=ap

—00
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Exemples

Signal x(t) TF : X(f)

3(t) 1

1 o(f)

o) exp(-27ift)
exp(—t/1).y(t) T/(1+2T15fT)

porte p(t) :durée —1/2, +T/2; amplitude 1

sin(TdT)/(Ttf)=T'sinc(TdT) [sinc(x)=sin(x)/x]

A.sin(2Ttot)

Ylo{r+p)-olr-n)

A.cos(2Ttot)

olr+p)alr-p)
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Proprictes (1/3)

* Linearite
* Symetries
— x(t) reel, Real {X(1)} paire, Imag{X(f)} impaire,
X(1)| pair
— x(t) r¢el pair, Imag{X(1)} nulle
— x(t) reel impair, Real {X(f)} nulle
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Proprictes (2/3)

x(1)4 X(f)

Translation temporelle
x(t—a)&exp(—27ja f) X(f)

Translation fréquentielle

x(0)exp(=2 71 fot)% X(f ~1r)

Oy X

Théoréeme de Parceval
E=[|x(ofde= [ |x(nfdf

Dérivation
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Proprietes (3/3)

e Théoréme de la  X(?) 10— X(f)
convolution y(6) O = Y(f)

2(1) = x()* y(1) <0 = Z(f) = X(f) XY (f)
2(1) = x()x (1) <l ~ Z(f)= X(f)*Y(f)

* Lien avec la transformée de Laplace pour
les signaux causaux

X(f)=Fx(f)=Lx(s=0+27f)
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