M1 - Cours SLE, 2006 -2007

Caracérisations et re@sentations des syshes



Modelisation

Un modele est unedescription d’'un phenonene physique, biologiguéconomiqueetc
dans un langage doar{par exemple langage mathatique).

Un mockle se @finit a partir d'un ensemble deariables et cecrit I'evolution de ces

variables au cours du temps
— Previsiondes valeurs des variables

— Explication de prenonenes complexes partir des pnonenes/principes plus
simples ou plus @reraux

Les etapes de moélisation:
— Formalisation: définir les variables d’enée et de sortie, mise @guation

— |dentification : permet de choisir les paratmes en fonction d’un contexte dann
— Validation : vérifier si le mo@le est cobrent avec lagalite obseree.

Simulation : résolution de€quations pour trouver les relations entre les variables
d’entree et celles de sortie. Lasolution peuétre analytique, nuarique,etc

Autres utilisations du modele: conception de conbteurs, \erification formelle de
proprietes, gréeration de code



Signal

Un signal est une application du temps dans un domangl’ — Dx ou :
— T est soit le temps continiz soit le temps logiqueéV, Z

— Dx estle type du signalRk, N, Bool
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Syseme

Un sysémeest untransformateur de signaux

S:(I'—- Dx)— (T — Dy)

x(t)y=—"»
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Exemple : Un modem qui transforme un signét) binaire en un signal continu
electrique, sur leaseauélephonique.
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C’est un systme erboucle ouvertec-a-dla sortie se calcule directemempartir de

I'entree.



Syseme - Exemple

Un thermostat de tengpature est un sy&me erboucle fernee(avec une&tro-action de
la sortie vers Eéntree
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Syseme - Entree/sortie

Un syseéme :etablit un lien de causa effet entre lesignaux d’entée(excitations) et les
signaux de sortigreponses).

Parmi les enfes, on distingue :
— lescommandegsur lequelles on peut agir)
— lespertubations(que le systme subit)

Commandes — ™| Systeme [ ™ Reéponses

!

Perturbations



Definir un systeme dynamique - Resunme

Un sysémeest un transformateur de signatix (' — Dx) — (T — Dy)

Pour cefinir un syséme

— Identifier des entées et des sortiesune usine (enées : magres preneres, sorties :
produits). Un ordinateur (erdes/sorties : informations venant dé&sipheriques
d’entree/sorties)

— Choisir le type des sighaus’entrée et de sortie D x et Dy

— Choisir le domaine de tempf : Z, N (temps discret), ouR, R (temps continu), ou
ensemble de moments d’occurrence de cerisvaaements.

Déefinir directement la fonctio' estdifficile !
|l faut utiliser des outils d’analyse assesi

— Pour les systimes temps-continu : calculs dfentiels et irggrals
— Pour les sysimes temps-discret : algre



Composition en utilisant des blocs diagrammes
— Blocs diagrammes : description graphique des connexions entre des composants.

Chaque composant est asg&xiune fonction de transformation de signaux
— Connexion=- composition des fonctions.
— Hieérarchique, facil& comprendre.
— (Nous reparlerons des blocs diagrammes plus tard ! )
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U = [Dy — Ry] V = [Dy — Ry] Y = [Dy — Ry]

Le syseme globalS; : U — Y t.q.Vu € U : S3(u) = S2(S3(u), S1(u))

La connexion entrg etw est appeat ‘feedback. Il faut resoudre Equation
z = S9(2,51(2))



Propri etees, caraatristiqgues des systmes (1)

X(t)=™™ Systéme — (1)

Syseme lineaire vs non-lineaire

Un syseéme estin éairesi et seulement s’il &rifie les propretes suivantes :
— Propretes dadditivité :
Pour I'entée estr(t), la sortie esty; (t). Pour I'entée estr (1), la sortie esiy; (1).
Alors, sil'entiee este(t) = x1(t) + z2(t), la sortie esy(t) = y1(t) + y2(t).
— Proprietes dehomogenréité
Pour I'entée estr(t), la sortie esiy; (). Alors, pourva # 0, si 'entrée est
x(t) = ax(t), la sortie esy(t) = ay; (1).



Propri etes, caracéristiques des systmes (2)

Syseme stationnaire (invariant en temps)
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Plus formellement, on dit que le sgshe commute avec un retard :
S(x(t —9)) = (Sz)(t —9)

Les sysémes lirgaires stationnaires forment une classe importante historiqguement et
pratiquement.



Propri etes, caracéristiques des systmes (3)

Syseme causal

Principe de causaét: les effets ne peuvent papeder les causes.

x(t)—® Systéme > y(t)

y(t)
T/\/v—t

I > t [ >

Si I'entreex(t) est nulle pout < 0, alors la sortiey(t) est aussi nulle pour< 0.



Propri etes, caracéristiques des systmes (4)

Syseme instantare vs dynamique

Syséme instanta® (sans nemoire ou statique)a un instant dong la sortie ne épend
gue de I'enteea cet instant.

X(t)—® Systtme [ v(1)
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Par exempley(t) = a(t)x(t) définit un syséme statique.

Syséme dynamigue non-statique, avec @moire



Propri etes, caracéristiques des systmes (5)

Syseme dynamique

x(t) ——P » ()

Mémoire <

En temps continu, Element némoire est formalis par un inégrateur. La relation
entiee/sortie est&crite par degquations diférentielles faisant intervenif(t) et ses

derivees.

— ¢/(t) : information sur la croissancegdroissance
— y(t) : l'instant pesent
— y(t — h) : l'instant passe



Syseme dynamique - exemple

Consicerons un sysime dynamique continwedrit par uneequation diferentielle lireaire
du premier ordre :

ary'(t) + aoy(t) = z(t)

Ce sclema n’est pas optimesdans le sense qu’en fait un seubigitateur suffirait.



Modes de representation

Pour un systme continu :

Equations diférentielles (dja vues dans le coursguédent)

Repesentation fonctionnelle

Repesentation par matrice &at

Repgesentation dans un espace transtar exemple via la transfoéa Laplace

(voir le cours suivant).



Representation fonctionnelle

Le schema fonctionnelse ceduit desquations diférentielles et permet plus directement
le passage vers la simulation informatique

— Il est unprogrammedans urlangage graphiqueaeliant deslocs fonctionnels

— Un compilateurtraduit ce scBma en un programme informatique pouréaolution
numerique déquations diferentielles

— Pour decrire un sysgtmecontinu linéaire, on a besoin des blocs fonctionnels suivants
amplificateurs additioneur/soustracteurantégrateurs(bloc memoire).

— Cette repesentation n’egptas unique



Repréesentation fonctionnelle - exemple

Considerons un sysime dynamique continwegrit par :

ary'(t) + aoy(t) = z(t)

/ ao 1
t) = ——uyl(t —x(t
(1) = =22y(t) + ()
X
1/a, N 173, fyn
-a,],:ﬁ a, ﬁ}r.j -8y,
(a) (b)

Intégration fait intervenir les conditions initiales :

y(t)zfo Y (t)dt + yo



Comment obtenir une representation fonctionnelle

Obtenir systmatiquement une reggentation fonctionnelle asséeia uneequation
differentielle

dyt) d"'y(t) d'y(t)
e 7 e apy(t)
d"x(t) dixz(t)
Exemple :
d*y(t) dy(t)
7R S e apy(t) + box(t)



Comment obtenir une representation fonctionnelle (2)

d’y(t) _ iy dy(t)
dt2 Lt

On poseu(t) = —agy(t) + box(t) etus(t) = y(t). Donc,ul = —ajus + uf.

— aoy(t) + box(t)

Aprés une prendre inegrationu;, = —ajus + ug.

Maintenant, en irggrantus(¢) on obtienty(t)

ui(t) = —aoy(t) +box(t)
u’2 (t) = —Qai1Uus (t) + Uy (t)
y(t) = wua(t)

y(0)+a,y(0) y(0)

x(t) L'y Oy




Comment obtenir une representation fonctionnelle (3)

d’y(t) _ . dy(t) dx(t)
dt2 Lt dt

On poseu (t) = —agy(t) + box(t) etus(t) = y(t). Donc,uy = —aub + brx’ + uf.

— apy(t) + by

+ bQZIZ(t)

Aprées une prendre inegrationu;, = —ajus + by + uq. Maintenant, en ifgrantu’ (t)
on obtienty(t)

ui(t) = —aoy(t) + box(t)
uh(t) = —ajus(t) + brx(t) + uy(t)
y(t) = ua(?)
x(t)
boi7y’(0)+a1y(0) K7b1
+b,x(0) y(0)
*(‘“ Oy
L, 4
<



Repréesentation par matrice detat (1)

Notion d’état
— Afin de specifier la fonctionS, on a souvent besoin d’lansembleY d’états internes

— Plus intuitivement état = ensemble d’informations minimales sur le sgst et sur
I’ entree afin de calculer la&aponse.

— Plus formellement |’ état est un vecteur contenant le nombre minimal de variables

telque :
Si pourtg, la valeur initialey (o) de la sortie est conng- pour toutt > tq, y(t) peut

étre cetermires de mardre unique si I'en&ex(t) est connue sur l'intervallg, ¢]

A / u,(ty), uy(ty)

A X

:




Repréesentation par matrice detat (2)

Exemple d’'un condensateur.

v(t) = —/ = / dT—I—— t: i(T)dT

= o(ty) + C/ i(T)dT

to

— Specifierv(ty) est plus €conomique” que feifier toute |evolutioni(t) det = —oc
jusquat = tg.

— L’ etata l'instantt, du syséme doit constituer sa@moire

— L’ etatpeutétre une regrsentatiomplus compactgue I'histoire comptte du sysme.



Representation par matrice d'etat (3)

— L’ etata I'instantt, du syseme doit constituer sa@moire minimale du paés
necessaira la cetermination du futur

— L’ etat repeseng par les variables internes fournit une description ceteple
I evolution du systme

— C’est un formalisme permettant dlensformetouteséquations diférentielles
linéairesd’ordren en un sysgme déquations diferentiellesd’ordre 1.

— Le choix de repesentation dtat n’est pas unique



Comment obtenir une representation par matrice detat

Reprenons I'exemple peedent :

ddigt) = —ay dgilsft) —aopy(t) + by da;lit) + box(t)
On avait troue :

u'1 (t) = —aoy(t) + boZE(t) = —aopu2 (t) + bo:l?(t)

uh(t) = —ajus(t) + brx(t) + ug (¢)

y(t) = wua(t)

Sous forme matriciel ;

()-8 ) () ()

et




Représentation par matrice detat

— La matriceA :
— La matriceB :
— La matriceC':
— La matriceD

v = Au+ Bx
y = Cu+ Dx

matrice déetat de dimensiom x n
matrice dént, de dimensiom x p
matrice de sortiede dimensiomy x n
matrice de couplag@&e dimensiomw x p



