
M1 - Cours SLE, 2006 -2007

Caract́erisations et représentations des systèmes



Modélisation

Un modèleest unedescription d’un ph́enom̀ene physique, biologique,économique,etc,
dans un langage donné (par exemple langage mathématique).

Un mod̀ele se d́efinit à partir d’un ensemble devariableset d́ecrit l’évolution de ces
variables au cours du temps
– Prévisiondes valeurs des variables
– Explication de ph́enom̀enes complexes̀a partir des ph́enom̀enes/principes plus

simples ou plus ǵeńeraux

Les étapes de mod́elisation :
– Formalisation : définir les variables d’entrée et de sortie, mise enéquation
– Identification : permet de choisir les paramètres en fonction d’un contexte donné
– Validation : vérifier si le mod̀ele est coh́erent avec la ŕealit́e observ́ee.

Simulation : résolution deśequations pour trouver les relations entre les variables
d’entŕee et celles de sortie. La résolution peut̂etre analytique, nuḿerique,etc.

Autres utilisations du modèle: conception de contrôleurs, v́erification formelle de
propríet́es, ǵeńeration de code



Signal

Un signalest une application du temps dans un domaineX : T → DX où :

– T est soit le temps continuR soit le temps logiqueN , Z

– DX est le type du signal,R, N , Bool



Syst̀eme

Un syst̀emeest untransformateur de signaux:

S : (T → DX)→ (T → DY )

Exemple : Un modem qui transforme un signalx(t) binaire en un signal continu

électrique, sur le ŕeseau t́elephonique.

C’est un syst̀eme enboucle ouverte, c-a-d la sortie se calcule directementà partir de

l’entrée.



Syst̀eme - Exemple

Un thermostat de température est un système enboucle ferḿee(avec une ŕetro-action de

la sortie vers l’́entŕee



Syst̀eme - Entrée/sortie

Un syst̀eme :établit un lien de causèa effet entre lessignaux d’entŕee(excitations) et les

signaux de sortie(réponses).

Parmi les entŕees, on distingue :

– lescommandes(sur lequelles on peut agir)

– lespertubations(que le syst̀eme subit)



Définir un système dynamique - Ŕesuḿe

Un syst̀emeest un transformateur de signauxS : (T → DX)→ (T → DY )

Pour d́efinir un syst̀eme

– Identifier des entŕees et des sorties: une usine (entrées : matìeres premìeres, sorties :

produits). Un ordinateur (entrées/sorties : informations venant des périph́eriques

d’entŕee/sorties)

– Choisir le type des signauxd’entŕee et de sortie :DX etDY

– Choisir le domaine de tempsT : Z, N (temps discret), ouR, R+ (temps continu), ou

ensemble de moments d’occurrence de certainsévénements.

Définir directement la fonctionS estdifficile ! !

Il faut utiliser des outils d’analyse associés

– Pour les syst̀emes temps-continu : calculs différentiels et int́egrals

– Pour les syst̀emes temps-discret : algèbre



Composition en utilisant des blocs diagrammes
– Blocs diagrammes : description graphique des connexions entre des composants.

Chaque composant est associé à une fonction de transformation de signaux

– Connexion⇒ composition des fonctions.

– Hiérarchique, facilèa comprendre.

– (Nous reparlerons des blocs diagrammes plus tard ! !)

S2 : W × V → Y
S1 : U → V

V = [DV → RV ]
v ∈ Vu ∈ U

U = [DU → RU ] Y = [DY → RY ]
y ∈ Y

w = y ∈W
W ⊆ Y

Le syst̀eme globalS3 : U → Y t.q.∀u ∈ U : S3(u) = S2(S3(u), S1(u))

La connexion entrey etw est appeĺe ‘feedback’. Il faut résoudre l’́equation

z = S2(z, S1(z))



Propri étées, caract́eristiques des syst̀emes (1)

Syst̀eme linéaire vs non-lińeaire

Un syst̀eme estlin éairesi et seulement s’il v́erifie les propríet́es suivantes :

– Propríet́es d’additivité :

Pour l’entŕee estx1(t), la sortie esty1(t). Pour l’entŕee estx1(t), la sortie esty1(t).
Alors, si l’entŕee estx(t) = x1(t) + x2(t), la sortie esty(t) = y1(t) + y2(t).

– Propríet́es dehomoǵenéité :

Pour l’entŕee estx1(t), la sortie esty1(t). Alors, pour∀α 6= 0, si l’entrée est

x(t) = αx1(t), la sortie esty(t) = αy1(t).



Propri étés, caract́eristiques des syst̀emes (2)

Syst̀eme stationnaire (invariant en temps)

Plus formellement, on dit que le système commute avec un retard :

S(x(t− δ)) = (Sx)(t− δ)

Les syst̀emes lińeaires stationnaires forment une classe importante historiquement et

pratiquement.



Propri étés, caract́eristiques des syst̀emes (3)

Syst̀eme causal

Principe de causalité : les effets ne peuvent pas préćeder les causes.

Si l’entréex(t) est nulle pourt < 0, alors la sortiey(t) est aussi nulle pourt < 0.



Propri étés, caract́eristiques des syst̀emes (4)

Syst̀eme instantańe vs dynamique

Syst̀eme instantańe (sans ḿemoire ou statique) :̀a un instant donńe, la sortie ne d́epend

que de l’entŕeeà cet instant.

Par exemple,y(t) = a(t)x(t) définit un syst̀eme statique.

Syst̀eme dynamique: non-statique, avec ḿemoire



Propri étés, caract́eristiques des syst̀emes (5)

Syst̀eme dynamique

En temps continu, l’́element ḿemoire est formaliśe par un int́egrateur. La relation

entŕee/sortie est d́ecrite par deśequations diff́erentielles faisant interveniry(t) et ses

dérivées.

y′(t) = limh→0
(y(t)− y(t− h)

h

– y′(t) : information sur la croissance/décroissance

– y(t) : l’instant pŕesent

– y(t− h) : l’instant passée



Syst̀eme dynamique - exemple

Consid́erons un système dynamique continu décrit par unéequation diff́erentielle lińeaire

du premier ordre :

a1y
′(t) + a0y(t) = x(t)

y′(t) = −a0

a1
y(t) +

1
a1

x(t)

Ce sch́ema n’est pas optimisé dans le sense qu’en fait un seul intégrateur suffirait.



Modes de repŕesentation

Pour un syst̀eme continu :

– Équations diff́erentielles (d́ejà vues dans le cours préćedent)

– Repŕesentation fonctionnelle

– Repŕesentation par matrice d’état

– Repŕesentation dans un espace transformé,par exemple via la transformée Laplace

(voir le cours suivant).



Représentation fonctionnelle

Le sch́ema fonctionnelse d́eduit deśequations diff́erentielles et permet plus directement

le passage vers la simulation informatique

– Il est unprogrammedans unlangage graphiquereliant desblocs fonctionnels

– Un compilateurtraduit ce sch́ema en un programme informatique pour larésolution
numérique d’́equations diff́erentielles

– Pour d́ecrire un syst̀emecontinu linéaire, on a besoin des blocs fonctionnels suivants :

amplificateurs, additioneur/soustracteurs, intégrateurs(bloc mémoire).

– Cette repŕesentation n’estpas unique



Représentation fonctionnelle - exemple

Consid́erons un système dynamique continu décrit par :

a1y
′(t) + a0y(t) = x(t)

y′(t) = −a0

a1
y(t) +

1
a1

x(t)

Intégration fait intervenir les conditions initiales :

y(t) =
∫ t

0

y′(t)dt + y0



Comment obtenir une représentation fonctionnelle

Obtenir syst́ematiquement une représentation fonctionnelle associéeà uneéquation

diff érentielle

dny(t)
dtn

= −an−1
dn−1y(t)

dt
− . . .− a1

d1y(t)
dt

− a0y(t)

+bm
dmx(t)

dtm
+ . . . b1 +

d1x(t)
dt

+ b0x(t)

Exemple :
d2y(t)
dt2

= −a1
dy(t)
dt

− a0y(t) + b0x(t)



Comment obtenir une représentation fonctionnelle (2)

d2y(t)
dt2

= −a1
dy(t)
dt

− a0y(t) + b0x(t)

On poseu′1(t) = −a0y(t) + b0x(t) etu2(t) = y(t). Donc,u′′2 = −a1u
′
2 + u′1.

Après une première int́egrationu′2 = −a1u2 + u1.

Maintenant, en int́egrantu′2(t) on obtienty(t)

u′1(t) = −a0y(t) + b0x(t)

u′2(t) = −a1u2(t) + u1(t)

y(t) = u2(t)



Comment obtenir une représentation fonctionnelle (3)

d2y(t)
dt2

= −a1
dy(t)
dt

− a0y(t) + b1
dx(t)

dt
+ b0x(t)

On poseu′1(t) = −a0y(t) + b0x(t) etu2(t) = y(t). Donc,u′′2 = −a1u
′
2 + b1x

′ + u′1.

Après une première int́egrationu′2 = −a1u2 + b1x + u1. Maintenant, en int́egrantu′2(t)
on obtienty(t)

u′1(t) = −a0y(t) + b0x(t)

u′2(t) = −a1u2(t) + b1x(t) + u1(t)

y(t) = u2(t)



Représentation par matrice d’́etat (1)

Notion d’état
– Afin de sṕecifier la fonctionS, on a souvent besoin d’unensembleX d’états internes.

– Plus intuitivement, état = ensemble d’informations minimales sur le système et sur
l’ éntŕee afin de calculer la réponse.

– Plus formellement, l’ état est un vecteur contenant le nombre minimal de variables
telque :
Si pourt0, la valeur initialey(t0) de la sortie est connu⇒ pour toutt > t0, y(t) peut
être d́etermińes de manìere unique si l’entŕeex(t) est connue sur l’intervalle[t0, t]



Représentation par matrice d’́etat (2)

Exemple d’un condensateur.

i(t) = C
dv(t)
dt

v(t) =
1
C

∫ t

−∞
i(τ)dτ =

1
C

∫ t0

−∞
i(τ)dτ +

1
C

∫ t

t0

i(τ)dτ

= v(t0) +
1
C

∫ t

t0

i(τ)dτ

– Sṕecifierv(t0) est plus “́economique” que sṕecifier toute l’́evolutioni(t) det = −∞
jusqu’̀a t = t0.

– L’ étatà l’instantt0 du syst̀eme doit constituer sa ḿemoire

– L’ étatpeutêtre une repŕesentationplus compacteque l’histoire compl̀ete du syst̀eme.



Représentation par matrice d’́etat (3)

– L’ étatà l’instantt0 du syst̀eme doit constituer sa ḿemoire minimale du passé

nécessairèa la d́etermination du futur

– L’ état repŕesent́e par les variables internes fournit une description complète de

l’ évolution du syst̀eme

– C’est un formalisme permettant detransformertouteséquations diff́erentielles

linéairesd’ordren en un syst̀eme d’́equations diff́erentiellesd’ordre1.

– Le choix de repŕesentation d’́etat n’est pas unique



Comment obtenir une représentation par matrice d’́etat

Reprenons l’exemple préćedent :

d2y(t)
dt2

= −a1
dy(t)
dt

− a0y(t) + b1
dx(t)

dt
+ b0x(t)

On avait trouv́e :

u′1(t) = −a0y(t) + b0x(t) = −a0u2(t) + b0x(t)

u′2(t) = −a1u2(t) + b1x(t) + u1(t)

y(t) = u2(t)

Sous forme matriciel : u′1

u′2

 =

 0 −a0

1 −a1

  u1

u2

 +

 b0

b1

 x

et

y = (0 1)

 u′1

u′2





Représentation par matrice d’́etat

u′ = Au + Bx

y = Cu + Dx

– La matriceA : matrice d’́etat, de dimensionn× n

– La matriceB : matrice d’́entŕe, de dimensionn× p

– La matriceC : matrice de sortie, de dimensionq × n

– La matriceD : matrice de couplage, de dimensionq × p


