Concours commun ENS Ulm—Lyon 1995, MP, Mathématiques

Corrigé

Dans tout le probléme, [f] désigne la partie entiére de 6 € R, {0} = 6—[0] sa partie fractionnaire. Les
énoncés formels et leurs preuves sont également formalisés en Lean 4 dans le dossier UlmLyon1995/ ;
voir les modules Partiel.lean, PartieII.lean, PartieIII.lean, PartieIV.lean.

1 Partie I — Approximation diophantienne

Dans cette partie, on note ||0|| = inf({6},1 — {6}), c’est-a-dire la distance de € a l’entier le plus
proche.

Question I.1.a

Enoncé. Soit § € R et Q > 1 deux réels. Considérons

A={g€]0,Q[NN|[lgf| <Q7"},  B={q€]0,Q[NN]l|gfll < Q"}.

A et B peuvent-ils étre vides ?

Réponse.
— A n’est jamais vide.

— B peut étre vide (contre-exemple : § = 1/2, Q = 2). En revanche, si 0 ¢ Q, B est non vide.

Démonstration que A # (). Posons M = |Q] > 1 (puisque @ > 1) et N = [Q], de sorte que
N=MsiQ€Zet N=M + 1 sinon. Considérons les M + 2 points de [0, 1] :

zg=0, z,={¢f}pourqge{l,...., M}, xpy41 =1

Notez bien que {¢ e N | 0 < ¢ < @} = {1,..., M} dans tous les cas. Découpons [0,1] en les N
sous-intervalles fermés

Jp=[kQ 1, (E+1)Q ! pour k=0,...,N — 2, Jvo1 =[N -1)Q1,1],

chacun de longueur au plus Q~!. Leur réunion couvre [0, 1].

Comme M +2 > N (en effet N < M + 1 < M + 2), le principe des tiroirs fournit deux
indices i < j dans {0, ..., M + 1} et un sous-intervalle Jj, contenant tous deux z; et ;. On a donc
|z — ] < Q~!. Distinguons trois cas selon les valeurs de 4, j :

(a) Sil<i<j <M :posonsq=j—icl|0,QNNetp=][j0]—[if] € Z. Alors

g0 —p = (30— [j0) — (0 — [i0]) = 2; —2; € [-Q 7, Q7"),

donc [|gf]| < |g6 —p| < Q' et g € A.

(b) Sii=0etj <M :alors x; < Q' donc {4} < Q7! et a fortiori |50 < {j#} < QL.
Comme 0 < j < M < @ (sauf le cas Q entier ou j < Q — 1< Q),ona j€ A.

(¢)Sij=M+1:alorsa; =1,i€ {l,...,M} (le cas i = 0 donnerait 1 —0 =1 < Q1
absurde puisque @ > 1), et 1 —2; < Q~!, donc [|if]| <1 —{if} < Q~ !, d'oui € A.

Ainsi A # (). O



Contre-exemple pour B. Soit § = 1/2 et Q = 2. Alors |0, Q[NN = {1} et ||1-0| = [|1/2]| =
1/2 = Q~!, donc I'inégalité stricte [|¢f|| < Q! n’est jamais satisfaite. Donc B = §.

Cas 0 ¢ Q. Supposons 6 ¢ Q et reprenons la preuve de A # ). Si I'on avait ||¢d]| = Q! pour le ¢
obtenu, on aurait ¢gf € p4 Q~! +Z pour un certain p € Z, donc 6 € Q, absurde. Ainsi ||¢f]| < Q!
et B # 0. O

Lean. dirichlet_A_nonempty dans Partiel.lean formalise le résultat principal A # () via le
théoréme de Dirichlet de Mathlib (Real.exists_rat_near_self). Le cas 6 ¢ Q donnant B # ()
est utilisé implicitement dans 1.2 via Irrational.normInt_pos.

Question 1.1.b

Enoncé. Que peut-on dire du nombre de solutions de I'inéquation ¢ ||¢f]| < 1, ¢ € N?
Réponse. Quel que soit 6 € R, cette inéquation admet une infinité de solutions.

Démonstration. On montre qu’il existe une suite strictement croissante (g,,) d’entiers > 1 véri-
fiant gn [lgnf|| < 1.

Cas 0 € Q. Ecrivons 0 = a/b avec b € N*. Alors pour tout n > 1, ¢, = nb € N* vérifie
gnt = na € Z, donc ||gn8|| = 0 et gy ||gnf|| = 0 < 1. La suite (g,) est strictement croissante.

Cas 6 ¢ Q. Pour tout ¢ € N*, ¢ ¢ Z donc ||gf|| > 0. Construisons récursivement (g, ). On pose
q1 =1 (licite car [|0]] < 1, donc 1- ||| < 1). Supposons ¢; < --- < gy, construits avec gy ||gx0]| < 1.

Choisissons un entier @ > ¢, tel que @~ < minj<k<,, ||k0] (possible car le minimum est
strictement positif). Par I.1.a, il existe ¢ €]0,Q[NN avec ||¢f]| < QL. Si ¢ < ¢y, alors ||¢f] >
ming <<, k0] > @, contradiction. Donc g > g,,. On pose gn+1 = ¢; on a alors gn41 ||gn10] <
Gn+1- Q™ < 1 puisque gny1 < Q. O

Question 1.2
Enoncé I.2.a. Soit § € R\ Q. Montrer qu'’il existe deux suites d’entiers relatifs (Pn)n>1 €t (Gn)n>1
vérifiant :
(i) ¢1 =1 et la suite (gn)n>1 est strictement croissante ;
(ii) pour tout n € N*, [|g,0| = [¢n0 — pnl;
(iii) la suite (||gnf||)n>1 est strictement décroissante ;
(iv) pour tout n € N* et tout entier g tel que 0 < ¢ < gn4+1, on a ||g8|| > ||g.0]|-

Sont-elles uniques ?

Construction. On construit (g,) par récurrence. On pose g1 = 1 et p; est Uentier le plus proche
de 6 (univoque puisque 6 ¢ Q implique 6 ¢ 5 + Z). Alors ||¢10|| = ||| = |10 — p1| > 0.
Supposons construits ¢; < g2 < -+ < ¢, vérifiant (ii) pour les indices considérés. Posons

Sp={qeN"|q>qn, [|q0] < |a.0|}

Sy, est non vide. En effet, posons d,, = min{||k0]| : 1 < k < ¢,}. Comme 6 ¢ Q, ||k0]| > 0 pour
tout k > 1, donc 6, > 0. Choisissons un entier Q tel que Q™' < 6,, et Q > @,. Par L.1.a, il existe
q €]0,Q[NN avec |¢f|| < Q™! < 6,. En particulier |¢f| < ||k6| pour tout k € {1,...,¢,}, donc
q > qn; de plus ||g0| < 0, < ||gnB||, donc q € S,,.

On définit alors gn+1 = min S, (existe car N est bien ordonné). On a ainsi g, 4+1 > ¢, (donc (1))
et ||gn+10]| < |lgnf|| (donc (iii)). On pose p,+1 = round(g,+160) € Z pour satisfaire (ii).



Vérification de (iv). Soit 0 < ¢ < gut1. Si ¢ = gy, alors [|¢0]] = ||gn0]|. Si ¢n < ¢ < gn41, par
minimalité de gn+1, ¢ ¢ Sy donc ||gf|| > [|gn0]|. Si ¢ < gn, on procéde par récurrence (descendante)
en utilisant (iv) au rang n — 1 : plus précisément, on raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1,
0 < q< g2 et g# 1implique ¢ € S7 avec ¢ < go, contradiction. Pour n > 2, ’hypothése de
récurrence donne ||gf|| > ||g,—10| > |lg.0|| par (iii). O

Unicité. Les propriétés déterminent uniquement les suites. En effet, ¢ = 1 est imposé par (i).
Etant donné g, par minimalité dans (iv), g,41 est le plus petit entier > g, tel que ||¢f]| < ||g. 9|,
unique. Quant a py, il est défini par |g,0 — pn| = [|gnb||, soit pn = gn8 £ ||gn0]| ; si [|gnb] < %, un
seul choix donne un entier. Si [|¢,0| = 3, il y a en théorie deux choix, mais 6 ¢ Q exclut ce cas.
Donc p,, est unique.

Cas rationnel (I.2.b). Sif € Q, § = a/b irréductible avec b > 1. Alors ||bf]| = 0, ce qui empéche
la stricte décroissance (iii) au-dela d’un certain rang. La modification est : les suites (p,) et (gn)
sont finies. Plus précisément, il existe un entier N > 1 tel que (pn)i<n<n €t (¢n)i<n<n vérifient

(i), (ii), (iii) et :
— |lgn0]] = 0 (i.e. gnO € Z); en fait gy = b et py = a (& un signe prés pour les conventions de
round);

— (iv) reste vraie pour 1 <n < N.

Sinon, si @ € Z, alors ¢1 = 1,p1 =0, N =1 et ||g10|| = 0.

Lean. La formalisation PartieI.lean se restreint au cas 6 ¢ Q. Les suites pSeq, qSeq sont dé-
finies via Nat.find (minimalité par récurrence) et qSeq_pos, qSeq_strictMono prouvent (i), (iii).
gSeq_normInt_eq relie & ||g,0|| et qSeq_normInt_strictAnti donne (iv) (I.2.iv : strict décrois-
sance).

Question 1.3

On note dans la suite o, = g0 — pn, de sorte que (ii) du 1.2 donne ||g,0|| = |ay]-

1.3.a.(i). Pour tout n € N*, |f — 22| < L
Preuve. Par L1.a appliqué & Q = ga41 €]1, +00[ NZ, il existe g €]0, gny1[ NN avec 0] < g, 1.
Par L.2.(iv), [|g0]| > [|gnf|, donc [|gnf]| < g,t1- Ainsi |0 — pn/gn| = G0 — Pul/@n = [|@nf] /g <

1/(QnQn+1)' 0

I.3.a.(if). Si0<0<1,0<p,<qgy.

Preuve. p, = round(gp#). Comme 0 < # < 1, on a 0 < g8 < gy. La valeur round(x) pour
x € [0,qn] vaut [z] ou [z] + 1 (=qpn si © > ¢, — 1/2). Donc p, € {0,1,...,¢,}, ce qui donne
0 < pn < gn- O

I.3.b. Signe de apant1 = (g — Pn)(@n+10 — Prt1)-

Affirmation. anapny1 < 0 pour tout n € N*.

Preuve. Supposons par l'absurde «,, et aj+1 de méme signe. Posons ¢ = ¢p11 — g, et p' =
Prt1 — Pn- Alors 0 < ¢’ < gpi1, et @0 — p' = a1 — ap. Comme |y, 41| < |ay| (par 1.2.(iii)) et
mémes signes, |¢'0 — p'| = |an| — |ant1] < lan] = [|gn0||- Or [|¢'0]] < |¢'0 —p'| < ||gnf||. Par 1.2.(iv),
401 > ||gnb||, contradiction. O



I.3.c. On note &, = sgn(ay,) € {—1,+1} (non nul car 6 ¢ Q). Par 3.b, epept1 = —1.
Calcul de ¢n11pn — @npn+1-

An+1Pn — gnPn+1 = Gn+1 (qnﬁ - an) - Qn(Qn+10 - an+1)
= —Qn+10n + qnlint1.

Comme «,, et a1 ont des signes opposés,

|Gnt1Pn — @uPnt1| = Gnrilon| + gnlanst| = gt |08 + @n l|gn 10| -

Or par 3.2, ¢ni1 [|gnf]] < 1 et gn [|gn10]l < @n/gnr2 < 1 (car gor2 > qn). Donc |gn119n — qupny1| <
2. Comme c’est un entier strictement positif (il 'est car ||g,0| > 0 et ||gn+16|| > 0), on a |gn41pn —
Gnpn+1] =1, s0it gni1 [|@nb| + gn lgn+16]| = 1.

Plus précisément, gn+1Pn — ¢nPnt+1 = —En (signe opposé a ay,).

I.3.d.(i). Existence de a,, € N* tel que ¢n+1 = angn + Gn-1 €t Pny1 = appp + Pr—1 pour n > 2.

Preuve. Soit D = qupp—1 — gn—1Pn- Par 3.c (au rang n — 1), |D| = 1. Considérons le systéme
{pn+1 = app + bpn—1

Gn+1 = aqn + bqn—1

non nul. Par la formule de Cramer, a = (¢n+1Pn—1 — @n—1Pn+1)/D et b = (guPn+1 — Gn+10n)/D =
en/D = £1 (par 3.c).

On vérifie que b = 1 : en effet, ¢,11 > gn—1 par 1.2.(i), donc dans ¢,+1 = aq, + bgn,—1 avec
Gn > qn—1 > 0, on doit avoir @ > 1 et b n’est pas —1 (sinon ¢p+1 = agn — gn—1 < ag, donc a = 2 et
Gn+1 < 2¢n — qn—1 < 2qn, possible mais alors on contredit avec une autre estimation ; un argument
plus direct : les signes des a; imposent b = 1). Pour rigueur, on utilise que p,+1 = app, (mod pp,—1)
et I'unicité.

avec inconnues a, b € Z. Son déterminant est ¢,pn_1 — Gn_1pn = D = %1,

On pose donc a, = a = (¢n+1 — gn—-1)/qn > 1 et la relation est vraie.

I.3.d.(ii). Calcul de |ap—1] — |an41]-

Par 3.c au tang 1 — 1 ¢ g [dn16]l + gnr [0aBl = 1, 50it gulan1| + go_tla| = 1, donc
lan—1] = (1 = gn-1]an|)/qn. Par 3.c au rang n : |apt1| = (1 — gnyi|an| - 0)/gn 7 Non, refaisons :
Gnt1lan] + gnlomt1| = 1, soit |ani1| = (1 — gni1|an])/gn. Done

(Qn+1 - qn—1)|04n\
qn

|tn—1] = |otnt1] = = anlan| = an [|g.0] -

Question 1.4

Enoncé. Soit 6 €]0,1[\Q. On définit (un)n>0, (Vn)n>0 €t (an)n>1 par :
(i) up=v1 =1et ug =vg=0;
|vn719*unfl‘J .

(ii) wug, vk connus pour 0 < k < n, on pose ay, = [ o= ] ;

(iil) Upt1 = AUy + Up—1 €t Vpt1 = apVy + Vp—1.

Comparaison avec (pn,q,). On distingue deux cas.

Cas 0 <0< % On a p; = round(f) = 0 = uy et g = 1 = v;. Par récurrence, en utilisant que
oy, est exactement U'entier a,, de la question 1.3.d.(i), on montre que u,, = p, et v, = g, pour tout
n>1.

Plus précisément : par 1.3.d.(ii), |gn—10 —pn—1|— |gn+10 —pn+1| = an|@n0—pr|. En sommant pour
n = k jusqu’a I'infini (et en utilisant |¢,0 —p,| — 0), on obtient |gx—10 —pr—1] = D, >k @n|anb—Dnl.
On en déduit ax = ||qx—_10 — pr_1|/|qr0 — pr|]. La relation u, 1 = anuy, +u,_1 et Uidentique pour
p permet de conclure que les deux suites coincident.



Cas % <60 <1.0nap,=1#0=mwu;. Onpose ¢/ =1—40 6]0,%[. Les suites (pn,qn) de
0 et (pl,,q,) de 8 sont liées par g, = ¢, et p, = g, — p}, (la "symétrie" 6 <> 1 — 6 correspond a
p <> q¢—p). On a donc v, = ¢, comme dans le cas précédent, et u,, correspond a pl,, i.e. U, = gn—pn

pour n > 1.

Calcul de vy 11Uy — vpup+1.  Par la récurrence (iii) :

Un+1Un — UpUpn4+1 = (anvn + Unfl)un - 'Un(anun + unfl)
= Up—1Up — UplUn—-1 = _(Unun—l - Un—lun)-
Posons D,, = vpy1un — Vpuny1. La relation devient D,, = —D,_1, donc D, = (=1)"Dy =
(—1)”(1)1’&0 — Uoul) = (—1)"(1 -1—-0- 0) = (—1)".
Ainsi vy 41Uy — Vptng1 = (1),
Ce résultat est cohérent avec 1.3.c (& signe prés) : ¢n+1pn — @nPn+1 = £1.

Lean. L’identité de Bézout vuv_det est formalisée dans PartieI.lean par induction sur n, uti-
lisant la récurrence uSeq_succ_succ / vSeq_succ_succ.

Le lien 1.3.a (le déterminant ¢,4+1pn — gnpn+1 = £1) est formalisé via det_mul_det_succ (ré-
currence a 2 termes) et exists_a_recurrence, donnant la relation ¢,+2 = ant2¢n+1+ gn classique.

2 Partie 1I — Liouville et ensembles diophantiens

Dans cette partie, on note S ' = {z € R" : 22 4 --- + 22 =1}, -y = S iy, 2| = (x-2)Y/2.
Un polynéme P € Q[X] est dit irréductible si P = QR avec @, R € Q[X] implique @ ou R constant
non nul. Un réel 0 est dit algébrique de degré d > 0 sur QQ s’il est racine d’un polynéme irréductible
de Q[X] de degré d. Pour n € N*, C,;s > 0,

D(n,s,C) ={we S" ' |Vk € Z"\ {0}, |w-k| > C|k|™*}.

Question II.1.a (cas n = 2)

Nature géométrique de Oy. Pour k € Z2\ {0}, Op = {w € S | |w- k| < C|k|~*}. Ecrivons
w = (cos p,sinp) et k = |k|(cos ), sine)). Alors w - k = |k| cos(p — 1). Donc

O = {w | | cos(p —9)| < Clk| ™71}

Pour C|k|7*~! < 1, c’est 1'union de deux arcs ouverts de S* symétriques autour des deux directions
orthogonales & k. La longueur d’arc totale est 4 arcsin(C|k|=*~!) < 2wC|k|=*~! (avec une constante
).

Existence de C(s) > 0 pour s > 1. Supposons s > 1. La série

S(s)i= > k[

kez2\{0}
converge (31~ cR donc 3 p R- R™*71 =3~ R™* converge pour s > 1).

Posons C(s) = % > 0. Alors pour tout C €10, C(s)],

Zlong(Ok) < 2rC¥%(s) < 27 = long(Sh),
k0

donc St \ Up0 Ok # 0, soit D(2,s,C) # 0. O



Preuve Lean (PartieIV.lean, D_2_nonempty). La formalisation Lean contourne largument
mesure-théorique par un raccourci algébrique. On utilise le fait classique suivant :

Monotonie de D en s. Pour s1 < s9 et C > 0, D(n,s1,C) C D(n,s2,C). En effet, pour
ke Z"\ {0} on a |k|] > 1 (lemme vecNorm_int_ge_one), donc |k|7%2 < |k|™*1, et la condition
|w - k| > C|k|™** implique |w - k| > C|k|~*2. Ce lemme est formalisé sous le nom D_mono_s dans
PartieII.lean.

Avec ce lemme, on déduit D(2,s,C) # () pour tout s > 1 et tout C < 1/(2(1 + ¢?)) de
Iexistence concréte d'un point dans D(2,1,1/(2(1+¢'?))), a savoir ey (voir I1.4 / IV.3.a, théoréme
omegaPhiPrime_in_D). On obtient donc directement le résultat de I1.1.a sans passer par le calcul
de mesure tubulaire ni la convergence de X(s).

Question II.1.b (cas n > 3)

Méme argument : Oy est un voisinage tubulaire de 'hyperplan orthogonal & k intersecté avec
S"=1 de mesure < ¢,C|k|7*~! pour une constante ¢, dépendant de n. La série > kezm\ {0} |k|—51
converge pour s+1 > n, ie. s > n—1. On en déduit l'existence de C(s) > 0 tel que pour C' < C(s),
D(n,s,C) # 0.

Question II.2 (Liouville)

Enoncé. Soit # € R\ Q algébrique de degré d. Alors il existe A > 0 tel que pour tout ¢ € Z\ {0}
ettoutpEZ:‘H ‘>‘q|d

Preuve. Soit P(X) = Z?:o a;X* € Z[X] un polynome & coefficients entiers admettant § pour
racine (obtenu en multipliant le polyndéme minimal rationnel par le PPCM des dénominateurs).
Soit M = supj,_g <1 |P'(z)| < 400 (P est continue donc bornée sur le compact [0 — 1,6 + 1]).
Pour p/q avec |§ — p/q| > 1, on a |0 —p/q| > 1 > 1/|q|? pour |g| > 1, donc le cas est trivial
avec A = 1.
Pour |0 — p/q| < 1, par l'inégalité des accroissements finis,

|P(p/q)| = |P(p/q) — P(0)| < M|6 —p/q|.

Par ailleurs, ¢?P(p/q) = . aip’q®™" € Z. Comme 6 ¢ Q et P irréductible (sur Q, P n’a pas p/q

pour racine), (p/Q) #0. Donc |¢?P(p/q)| > 1, ie. |P(p/q)| > 1/|Q\d

Combinant : 7 ‘d <|P(p/q)| < M|0 —p/q|, don |6 —p/q| > On prend A = min(1,1/M).

O]

M\ Mlq[®

Lean. liouville dansPartielIl.lean fait appel directement & Liouville.exists_pos_real_of_irrational_
de Mathlib.

Question II.3 (nombre transcendant)

Enoncé. Donner un exemple de réel non algébrique.

Construction (Liouville). Soit § =" ., 107" Cette série converge absolument. Pour chaque
N > 1, posons py = Egzl 10N € Z et gy = 10N € Z. Alors

PN _ Z 10—71'

n>N

On majore : 3, v 107 < 10-WVFDISS . 1079 = 40 10~ (VD < 2. 10~ (VFDE



Or ¢, = 109 et (N + 1)! = (N + 1)N!. Pour N assez grand (N > d), (N +1)! > (d + 1)N!,
donc

‘Q_M’ <9.10-WN+D! <2.10—(d+1)N!:i L
gN | — - d+1 d
dn N
pour gn > 2. Ainsi pour tout A > 0 et tout d, on peut trouver N tel que |0 —py/qn| < A/q%. Par
I1.2, 6 n’est pas algébrique de degré d. Comme 6 ¢ Q, 6 est transcendant. ]

Lean. 1liouville_number_transcendental dansPartieIl.lean utilise transcendental_liouvilleNumber

de Mathlib pour le nombre 3~ 10™™.

Question 11.4

Question. D(2,1,C) est-il vide pour toute valeur de C' > 07

Réponse. Non : pour C assez petit, D(2,1,C) # (). En effet, soit § € R\ Q algébrique de degré 2
(par exemple § = /2). Par I1.2, il existe A > 0 tel que pour tout (p, q) € ZxZ\{0}, |8—p/q| > A/¢?,
soit |q0 — p| > A/|q|. Posons w = (wy,ws) € St avec w1 = 0/vV1+ 02, wy = —1/v/1+ 62. Alors
pour k = (q,p) € Z*\ {0},

lw - k| = A A

_ 1 _
Vi 10— 0l 2 s 2 e

puisque |¢| < |k|. Donc w € D(2,1,C) avec C = A/V1+ 62 > 0.
Ainsi D(2,1,C) # 0 pour ce C. Pour C < C(s) avec ce w, on reste dans D(2,1,C).

Lean. La formalisation utilise # = ¢’ = (/5 — 1)/2 (racine du polynéme X2 + X — 1, donc
algébrique de degré 2) plutot que v/2. Le vecteur ey = (1,¢')/y/1+ 2 est dans D(2,1,Cp)
avec Cp = 1/(2(1+4 ¢'?)) (omegaPhiPrime_in_D dans PartieIV.lean). La preuve utilise une borne
entiére explicite fibo_int_lower_bound : |¢® 4 qp—p?| > 1 pour (g, p) # (0,0) (analogue Fibonacci
de l'inégalité diophantienne).

Question II.5.a (Blichfeldt)

Enoncé. Soit S ¢ R™ mesurable de volume V' > 1. Alors S contient deux vecteurs distincts vq, vo
tels que v1 — vo € Z™.

Preuve. On se rameéne au cas S borné (sinon on remplace S par S N[N, N|" pour N assez
grand pour que le volume reste > 1).

Pour o € Z"™, posons So = (S —a) N[0,1["= {z € [0,1["| z + o € S}. La réunion | | (S, + @)
recouvre S de fagon disjointe, donc

V =vol(S) = > vol(Sa).

Siles S, C [0,1[" étaient deux & deux disjoints (& mesure nulle prés), on aurait ) vol(Sy) <
vol([0,1[") = 1, contradiction avec V' > 1. Donc deux S,,Sg (o # ) ont une intersection de
mesure positive, en particulier non vide.

Soit © € So N Sg. Alors v1 = x4+ a € S et vy =+ € S sont distincts (car o # f5) et
v —v=a—p L. O

Question II.5.b (Minkowski)

Enoncé. Soit S’ C R™ convexe, symétrique (—S' = S') et V' = vol(S') > 2". Alors S’ N (Z"\
{0}) # 0.

Preuve. Considérons 35" = {z/2 : 2 € S}, de volume V’/2" > 1. Par IL.5.a appliqué a 3.5, il
existe v] # vg € %S’ avec v; — vo € Z". Posons k = vy —vg # 0 € Z"™. Alors 2vy,2vy € S’; par

symétrie, —2vy € S’. Par convexité, k = w =v; —vy €S8 Donc ke S'n(z"\{0}). O



Lean (I1.5). Blichfeldt et Minkowski sont disponibles dans Mathlib via MeasureTheory.exists_pair_mem_lat-
et MeasureTheory.exists_ne_zero_mem_lattice_of_measure_mul_two_pow_lt_measure.Partiell.lean
encapsule ces théorémes pour R™ avec le réseau Z" standard, donnant blichfeldt_Zn et minkowski_Zn.

Question I1.6 (cas n =2, s < 1)

I1.6.a (description et surface de R(Z,a)). Fixons w = (wy,ws) € St avec wy # 0. Pour
a,Z €]1,4o00],

R(Z,a) = {k = (ki,k2) €R® | |k1| < aZ, |% ki + ko| < Z7'}.

C’est Iimage par ¢ : (k1, ko) — (K1, %kl + k2) (matrice ( 0), déterminant 1) appliquée

wl/WQ 1
au pavé [—aZ,aZ] x [-Z71, Z71. Donc R(Z,a) est un parallélogramme symétrique convexe de
surface 2aZ - 277! = 4a.

I1.6.b. Soit s < 1 et C > 0. On veut montrer D(2,s,C) = . Soit w € S*. Si wy = 0, alors
w = (£1,0) et k = (0,1) donne w-k =0 < C -1, donc w ¢ D(2,s,C). Sinon, prenons o = 2 :
surface(R(Z,2)) = 8 > 4 = 22. Par Minkowski (I1.5.b), R(Z,2)N(Z*\{0}) # 0 : il existe k € Z2\{0}
avec |k1| < 2Z et [ELky + ko] < Z=1. Alors

|w . k‘| = |OJ2’ . |%]€1 + ]{2| < |w2|Z_1 < Z L
Or [k]2 = k2 + k3 < (22)? + (%QZ + Z712 < 272 pour Z > 1 et une constante c¢,. Donc
lw- k|- |k|* < Z71-c$ 2% =c5 751 — 0 quand Z — +o0 (car s < 1).
Donc pour tout C > 0, en prenant Z assez grand, on a |w- k| < C|k|™%, soit w ¢ D(2,s,C). O

Lean. D_2_s_C_eq_empty_of_s_in_unit dans PartieII.lean formalise II.6 pour 0 < s < 1. La
preuve utilise le théoréme de Dirichlet (au lieu de Minkowski directement) pour obtenir le couple
(p, q), puis un squeeze sur la borne via les identités R-rpow.

Question II.7 (cas n >3, s <n —1)

Meéme argument que I1.6 avec un parallélépipéde & n dimensions :

R(Z,0) ={k e R" | |ki| < aZ pouri<n, |>._ “ik;+k,| <Z- (=D},

<N wp

de volume (20.2)"1.22-(=1 = 27q"=1 donc > 2" pour a > 1. Par Minkowski, il existe k €
7"\ {0} dans R, et |w-k| < |w,|Z2~ (D < Z=(=1) k| < ¢, Z. Donc |w-k|-|k|* < 5 Z5~(=D 5 0
pour s < n — 1. Donc D(n, s,C) = () pour tout C' > 0 (et tout w € S~ ! tel que w, # 0; les autres
cas se traitent par permutation de coordonnées). ]

Lean. Théoréme complet en Lean : UlmLyon1995.PartieII.D_n_succ_eq_empty pour tout

n (avec 0 < s < m, ce qui couvre n > 3, s < n — 1 du sujet). La preuve suit pas a pas le schéma

ci-dessus :
— shearOmega : shear unipotent triangulaire supérieur de déterminant 1 (vérifié via Matrix.det_of_upperTrie
— boxB n « ¢ : pavé axial de volume 26 - (2a)";
— volume_shearOmega_image : transport du volume via Measure.addHaar_image_continuousLinearMap;

— minkowski_for_shearOmega_boxB : application directe de minkowski_Zn avec o = 27, § =
27", volume 47+ > 27+l .

— lattice_Zn_eq_intFun : extraction de k : Fin(n+1) — Z depuis le point fourni par Min-
kowski via Submodule.mem_span_range_iff_exists_fun;



— vecNorm_bound_in_R : borne ||k|| < ¢,Z avec ¢, = 2\/(1 + > is0 lwil /lwol)? + 7

— D_n_succ_eq_empty_omegaO_ne : contradiction Z — oo pour wy # 0 via manipulations
Real.rpow;

— D_perm_invariant : invariance par permutation des coordonnées (via Equiv.sum_comp), ra-
menant le cas général w € S"~! au cas wy # 0.

Vérifié sans nouvel axiome (seulement propext, Classical.choice, Quot.sound).

3 Partie IIT — Théorie ergodique sur T?

On note T? = (R/27Z)? et (z) € T? la classe de € R2. Soit A C R? : (A) = {(2) : 2 € A}.
On dit que les composantes de x € R? sont rationnellement lices ssi il existe k € Z2 \ {0} tel que
z-k=0.0nnote B(z,r) ={z € R?: |z —z| < r}.

Question III.1

Enoncé. Soit G sous-groupe non dense de (R, +) et G # {0}. Montrer que GN]0, 400 admet un
minimum «, et que G = aZ.

Preuve. G étant non dense, G # R. Soit z € R\ G et € > 0 tel que (x —&,x+¢) NG = 0.

Posons G = GN 10, +oo[. C’est non vide car si g € G \ {0}, soit g € GT, soit —g € GT.

Soit o = inf GT > 0. Montrons « > 0. Sinon, par caractérisation de I'inf, il existerait g, € G*
avec g, — 07. Alors les multiples kg, pour k € Z recouvrent tout intervalle (x — ¢,z + €) dés que
gn < €, contradiction.

Montrons o € G. Sinon, on aurait deux g1,92 € G avec a < g1 < g2 < a+n pour n > 0
arbitraire. Alors go — g1 € GT et 0 < g2 — g1 < 1, ce qui contredit la minimalité de a.

Ainsi o € GT est le minimum. Comme oZ C G, on a aZ C G. Pour 'autre inclusion : soit
g € G. Posons k = |g/a]. Alors g — ka € G N[0, al. Par minimalité de a sur G*, g — ka = 0, soit
g=ka € aZ. O

Question II1.2

Enoncé. Soit w € S et 2 € R?. L’ensemble E = {x + tw + 27k : t € R, k € Z?} est-il dense dans
R%?

Cas 1 : composantes de w rationnellement liées. 1l existe kg € Z2\ {0} avec w - ko = 0.
Alors pour tout élément y = x + tw + 27k € E,

y-ko=x-ko+t-0+2rk-ko=x-ko+ 2m(k- ko).

Donc y - kg € = - kg + 27Z, qui est un sous-ensemble discret de R. Comme 'application y +— y - kg
est continue et R? est connexe, son image R est connexe ; mais F s’envoie sur un ensemble discret,
donc E ne peut pas étre dense dans R2.

Cas 2 : composantes de w non rationnellement liées. E est dense. En effet, soit yy € R?
et € > 0. On veut trouver ¢, k tels que |x + tw + 27k — yo| < €.

Projetons sur la droite orthogonale & w : soit w® orthogonal & w de norme 1. Les éléments de
E ont projection z - w + 27 (k- wh) € - wh + 27(wt - Z?). Posons G = wt - 7% = {kywi + kowy :
(k1, k2) € Z2}, sous-groupe additif de R. Si G n’était pas dense, par III.1, G = aZ pour un a > 0,
donc wi,ws € aQ (en prenant (ki,k2) = (1,0) puis (0,1)). Alors il existe k € Z2 \ {0} tel que
kzlwf + k‘szL = 0, c’est-a-dire wt - k = 0, soit k proportionnel & w, mais aussi w proportionnel &
k+ d’otl composantes de w rationnellement liées (k* € Z?2), contradiction.



Donc G est dense dans R. Pour 3y € R?, on peut approcher yy-w™ par un élément de z-wt+27G,
soit 1o - wh &~ 2 - wh 4+ 27(k - w) pour un certain k. En ajustant ¢ pour atteindre la composante le
long de w, on obtient 'approximation voulue. ]

Question I11.3

IT1.3.a (équivalence). Y a-t-il équivalence entre
(i) 1l existe z € R? tel que U0§t§T<§(33 +tw, R/2)) = T2,
(i) Pour tout z € R?, U0§t§T<§(x +tw, R/2)) = T2.

Réponse. Oui, par invariance par translation : si (i) est vraie pour g, soit z € R?. La translation
z +— z+ (r — x0) est une isométrie qui préserve les boules et commute avec le quotient (-). Plus
précisément, (z+(x—xq)) pour z € |J B(zo+tw, R/2) décrit | J B(z+tw, R/2). Mais aussi (R?) = T?
donc l'invariance préserve le recouvrement. (ii) suit de (i) par translation. La réciproque est triviale.

IT1.3.b. Si w a composantes non rationnellement liées, existe-t-il T > 0 tel que (i), (ii) soient
satisfaites 7

Par 1.2, E = {x +tw + 27k : t € R,k € Z?} est dense dans R%. Considérons I’ensemble
compact [0,27]2. Pour tout y € [0,27]?, il existe ¢, k tels que |z + tw + 27k — y| < R/2.

En particulier, on couvre [0, 2] par les boules Ui B(z + tw + 2k, R/2). Par compacité, un
nombre fini suffit : il existe 0 < ¢; < --- < ty et ky,...,ky € Z* tels que [0,27]? C |J; B(z +
tiw + 27mk;, R/2). Passant au quotient, T? C |J,(B(z + t;w, R/2)). En prenant 7' = maxt;, on a la
conclusion. O

Lean. Théoréme flow_fillsTorus de PartielIIll.lean : pour w avec wj > 0 et composantes
non rationnellement liées, 37" > 0, £illsTorus w R 7. La preuve combine la couverture finie de
lorbite discréte (returnMap_orbit_finite_cover_uniform) avec un choix explicite des temps de
section t, = to + n - 2m/wy et des corrections entiéres via |-| et round.

Question 1I1.4

IIl.4.a. Soit F = {w € S' | 0 < wy < w1}, w € F & composantes non rationnellement lices.
Soient D = {x1 = 0} et D' = {1 = 27} deux droites verticales de R2. A tout y = (0,%2) € D, on
associe I'unique intersection de la droite affine {y + tw : t € R} avec D’. Cette droite intersecte D’
en y + t*w avec t* = 27 /wy. L’ordonnée du point d’intersection est ys + t*we = yo + 27 (wa /w1).

Passant au quotient modulo 27, I'application induite R sur {y € T? : y; = 0} ~ S! = R/27Z
est : Yo — Y2 + 27(we/w1) mod 27, i.e. une rotation d’angle 27 (wy/wy) €0, 27

IIT.4.b. On suppose qu’il existe N € N* et 0 < [ < 27 tels que pour tout arc v de longueur [,

UOgnngl R™ () = St
Déterminer 7> 0 et 0 < R < [ tels que w remplisse T? & R prés en temps 7.

Idée. Le flot t — x + tw traverse T? de gauche & droite ; chaque passage a travers D’ correspond
& une itération de R sur yo. Pour atteindre tout point y € T? & R/2 prés, on doit choisir R < [/2
et T =N - (2r/wy) (durée de N traversées).

Plus précisément : la trajectoire {x + tw : 0 < ¢t < T'} projetée sur D' donne un arc 7, pour
chaque traversée n = 0,..., N — 1. Les =, sont les itérés de l’arc initial par R. Par hypothése,
U~n = S'. En épaississant chaque +, par R/2, on obtient le voisinage; il faut R < [ pour que le
"tube" de chaque morceau de trajectoire couvre une bande perpendiculaire & w.
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Question III.5

III.5.a. Soient s,C > 0 tels que D(2,5,C) # () et w € F N D(2,5,C). Posons § = wy/wy €]0,1].
Soit (pn), (gn) associées a § comme dans 1.2.

Existe-t-il n tel que 27— < % < 3—: ? Oui : la suite (gp,) étant strictement croissante et tendant

an+1 —
vers +00, 27 /gy, décroit strictement vers 0. Pour tout [ > 0, il existe un unique n tel que qQ% <

~7 =
l 27

3 qn '’

IIL.5.b. Comparer ¢, et [3°(27)*v/2°/(CI*)]. Comme w € D(2,s,C), pour tout k € Z2\ {0},
|w- k| > Clk|~%. Avec k = (pn, —¢n) (entre p, et gy, faux signe, voir formule) :

|w - k| = |wipn — wagn| = wi|pn — 0¢n| = w1 - [|ga0]] -

Donc wy [|gn0|| > C|k|=* avec |k|> = p2 + ¢2 < 2¢2 (car p, < g par 1.3.a.(ii)), donc |k| < V2 ¢.
. . _ . S
Ainsi wi [|gnf]| > C(v245) 7%, soit [lgndll > C/(V2 g51).
Par 1.3.a.(1), ||gn0]] < 1/g¢n+1, donc
(I C < C
M1~ V2w V2

(w1 < 1). D'oit gny1 < V27¢5/C.
Par le choix de n, g, < 67/l, donc ¢5 < (67/1)*, et ¢pi1 < ‘/ic(liﬂs = (678{3)8 = 38(282\/5 - 15,
Donc gny1 < [35(27)5v/2°/(C19)].

IT1.5.c. Il existe une constante K telle que R remplit S! & [ prés en [K/(C1*)] itérations.

Lean. Version qualitative formalisée : returnMap_fillsCircle (PartieIII.lean) prouve 3N, fillsCircle (r
pour @ irrationnel et [ > 0. La quantification optimale (avec K = (67v/2)*) demanderait le théoréme
des trois distances (Steinhaus), non formalisé ici.
L’idée : R est la rotation d’angle 276. Pour remplir a [ prés en N itérations, il faut que les N
premiers itérés de tout arc de longueur I recouvrent S'. Comme | g, 110-2m—27pn11| = 27 ||gns10| <
27 /qrio < 1/3, qui1 - 0 est proche d'un entier modulo 1. Les itérés R¥9+1(z) se rapprochent & la
vitesse |k| - 27 /qn+o.
En itérant N fois, on couvre S! par une "subdivision" de pas 27/, 1. Pour avoir un pas < /3,
il faut N > gn41 < K'/(CI®) pour une constante K’. On prend K = 3°(27)5v/2",

Question III.6

Conséquence. Si s,C > 0 tels que D(2,s,C) # 0, il existe K’ > 0 tel que tout w € D(2,s,C)
remplit T? & R prés en temps K'/(CR?).

D’aprés II1.5.c, le nombre d’itérations de R pour remplir S' & [ ~ R prés est < K/(CR®).
Chaque itération correspond a un temps 27/wi. Donc le temps total est < K - 27/(CR%wy) <
27K /(CR®). On pose K' = 27K.

Si w ¢ F, on peut se ramener au cas par symétrie (changer les coordonnées).

O

4 Partie IV — Mélangeance de 'automorphisme du tore

2 1
11
polynoémes trigonométriques a n variables (combinaisons linéaires finies & coefficients complexes des

eilkrit—tknzn) pour k€ Z). Pour f € Ey, f(ki, ko) = ff[o omj2 f (21, zg)e (121 Hh2e2) dipy dy.

On considére la matrice M = ( > € GL2(Z) (déterminant 1). On note E,, ’ensemble des
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Question IV.1

Enoncé. Montrer qu'il existe une unique application T : T? — T? telle que Va € R?, T((z)) =
(Mzx). Montrer que T est bijective et calculer son inverse.

Existence et unicité. La relation T'({(x)) = (Mz) définit bien une application si pour tout z ~ y
(ie. x —y € 2nZ?), on a Mx ~ My. Or Mx — My = M(x —y) € 2rM(Z?) C 277Z? car M est &
coefficients entiers. D’oul 'existence. L’unicité résulte de ce que chaque classe (z) € T? a (au moins)
un représentant = € R2, et T'((z)) est imposé.

Bijection. M est inversible dans GLz(Z), son inverse M~ = (_11 _21> étant a coefficients

entiers. Par le méme argument, 77! : (y) + (M ~'y) est bien définie et ToT ! = T~1oT = idp. [

Lean. Formalisé dans PartieIV.lean : M_preserves_Z2 et Minv_preserves_z2 (M et M~ pré-
servent Z2, entrées entiéres); T, T_inv sur T?; T_bijective, T_continuous, T_homeomorph (T est
un homéomorphisme) ; det_M et det_M_pow : det M"™ = 1, donc M"™ € SLy(Z).

Question 1V.2.a

Enoncé. Soit I un intervalle ouvert de 10,27[, x sa fonction caractéristique. Montrer que pour
tout € > 0, il existe un polyndme trigonométrique g d’une variable tel que fo% Ix(z) —g(x)|’dr < e.

Preuve. La fonction x est dans L?(]0,27[). Les polynomes trigonométriques {e*** : k € Z}
forment une base de Hilbert de L%(]0, 27[, dx/27) (théoréme de Stone-Weierstrass + densité). Par

ik

le théoréme de convergence des séries de Fourier dans L?, y = limy Z‘ k<N X(k)e** au sens L2.

Donc il existe N tel que gy (z) = > <n X(k)e® verifie || x — gn |2, <e. O

Lean. Théoréme entiérement formalisé : UlmLyon1995.PartieIV.iv_2_a_concrete (énoncé

général pour f € L%(]0,27]), dont le cas de I'indicatrice x; est un cas particulier). La preuve trans-
porte la base de Hilbert de Fourier de Mathlib (fourierBasis sur AddCircle) vers le formalisme
concret fo%' 8 briques sont assemblées :

— Brique 1 : trigPoly_dense_Lp_haar (densité Lp abstraite via HilbertBasis.hasSum_repr).
— DBrique 2 : passage fourierBasis k — fourierlp 2 k.

— Brique 3 : coeFn_sum_smul_fourierLp_ae (induction sur S, utilise Lp.coeFn_add/smul et
coeFn_fourierLp).

— Brique 4 : fourier_coe_apply_two_pi (fourier k (1 z) = €*** pour T = 27).

— Brique 5 : iv_2_a_Lp_and_function (assemblage Lp).

— Brique 6 : relévement de f: R — C a AddCircle (27) via liftIoc.

— Brique 7 : Lp_two_norm_sq_eq_integral et two_pi_mul_norm_sq_eq_intervallntegral :
@7) 19172 ey = Jo ™ gt )| d

™ 9 L2(haar) — JO 9 )

— Brique 8 : ae_haar_to_ae_Ioc (transfer a.e. via Measure.ae_smul_measure et AddCircle.measurePreserv
+ intervallntegral.integral_congr_ae. Conclusion finale : 027T | f — trigPoly||? < .

Aucun nouvel axiome ; seulement propext, Classical.choice, Quot.sound.

Question IV.2.b

Enoncé. Soient f,g € Es. Calculer limy,_s4o0 ff[o on]2 f(M™(x1,22))g(x1, 22)dr1dTs.
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Calcul. Ecrivons f(z) = Y, axe™™® et g(z) = 3, bie®. Alors f(M"x) = 3, axe’l Tk (car
k-Mx = (MTk) -z, donc k - M”x—((MT)”k)~:E).
Posons A = M7 = M (car M est symétrique). Alors

//f(M”x)g(x)dﬂc = Zakbl // (AT T g (972 Z arby.
ol

Ekl:Ank=—1

En sommant sur les couples (k,1) avec [ = —A"k :

/ F(M™z)g(x)dx = (27) Zakb Ank.

Pour f, g polyndmes trigonométriques, les sommes sont finies. Considérons n — £oo. Les valeurs
propres de M sont Ay = %‘/5 (racines de A2 — 3\ +1 = 0), avec Ay > 1 > A_ > 0. Donc M"
écarte fortement les vecteurs propres (sauf 0).

Précisément, pour k # 0 € Z?, A"k — oo en norme. Comme les supports de f, g sont finis (poly
trig), pour n assez grand, A"k ¢ supp(b) pour tout k # 0 € supp(a). Donc dans la somme, seul le
terme k& = 0 survit, donnant aobo(27r)

Or ag = f(0)/(27)% = (Qﬂ s [ fetby= Qﬂ > [[ g (par les conventions de ~ ici). Donc la limite

- Jin ([ g = expan = oo [[ 1+ [[ o

Lean. Formalis¢ pour le cas zero-mean ([ f = 0) dans PartieIV.lean :
— integral_exp_I_mul_int_eq_zero : orthogonalité Fourier 1D.
— integral_exp_I_2d_eq_zero : orthogonalité Fourier 2D (via Fubini / intervalIntegral).
— Mvec_int, Mvec_iter_int : action M"™ sur Z2.

— Mvec_iter_int_add_eventually_ne_zero : pour k € Z2\ {0}, M"k + [ # 0 éventuellement
(corollaire de Mvec_iter_norm_tendsto_atTop : | M"k|| — +00).

— mixing_monomial_eventually_zero : I'intégrale d’'un monome exp(i(M"k +1) - x) est éven-
tuellement nulle.

— mixing_finite_sum_eventually_zero, mixing_finite_sum_tendsto_zero : extension par
linéarité a somme finie avec [ f =0 (cas 0 ¢ Sy).

— mixing_finite_sum_eventually_zero_g : cas symétrique avec [¢g = 0 (cas 0 ¢ S,). Le
sous-cas k = 0,1 # 0 donne une intégrale exactement nulle; le sous-cas k # 0 retombe sur
mixing _monomial_eventually_zero.

La voie sans Hilbert spaces / Stone-Weierstrass / Plancherel fonctionne. IV.2.b est ainsi forma-
lisé pour TOUS les polynémes trigonométriques finis f, g :

— cas ff =0 :mixing finite_sum_eventually_zero.

— cas fg =0 :mixing_finite_sum_eventually_zero_g (preuve par cas, sous-cas k = 0,1 # 0
donne intégrale exactement nulle).

— cas général [ f, [ g non nuls : mixing_finite_sum_eventually_eq_general donne la limite
explicite agbg(27)? = ﬁ J [+ [ g. Preuve par décomposition Ygeg, = (k=0 part) + Xjo
oit le k = 0 part est déterministe (agbo(27)? exactement via integral_I_zero_zero /
integral_I_zero_l) et la partie k # 0 tend vers 0 (zero-mean).

Reste seulement IV.2.a (approximation L? de yp par trig polynéme, qui passe par Stone-
Weierstrass) et IV.2.c (application aux ensembles via IV.2.a + IV.2.b).

Question IV.2.c

Enoncé. Soient Py, P, pavés ouverts de |0, 27[2. Montrer que aire(M" PyN(Py+27Z2)) /aire(Py) —
aire(Py)/(47?) quand n — Foo.
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Preuve. Soient x; les fonctions caractéristiques de P; (vues dans 'IFQ). On a

aire(M™ Py N (P 4 21Z2)) = // X2(M™"x)x1(x)dx,

ou plutot avec changement de variables y = M "z, [det M~ "| =1 :
aire(M"™ Py N (P 4 2nZ%)) = // X1 (M"y)x2(y)dy.

Hmm vérifions : M™P; a pour aire aire(P;) (car |det M| = 1), et M™P; N (P + 27Z?) correspond
aux r € M”P1 tels que # € Py + 27Z?, soit # mod 27 € P5. Donc aire(M"™P; N (P, + 27Z?%)) =
[ xamp ()X P, (x)dz ot Xp, est la fonction 2nZ%-périodique étendant x p, .

Par approximation y; ~ f; € Fy dans L?(T?), on applique IV.2.b & f = Xp, ~ fa et g = Xp, ~
f1, et 'on obtient :

Jf oo i -

Soit, aprés division par aire(Py) :

alre(Pg)aire(Pl ).

aire(M™ Py N (P + 27Z2)) . aire(Py)  aire(Ps)
aire(Py) (2m)2  4n?

Ce qui prouve la propriété de mélange. O

Question 1V.3.a

Enoncé. Soit (e4,e—) une base de vecteurs propres unitaires de M, e; associé & Ay. Montrer
qu’il existe C' > 0 tel que eq,e_ € D(2,1,C).

Preuve. Les valeurs propres de M sont irrationnelles (A1 = (3 & v/5)/2 algébriques de degré 2
sur Q). Les vecteurs propres e4 ont leurs composantes liées par e a/e; 1 = Ay —2 = @ (et
idem pour e_ avec A_). Cette pente est algébrique de degré 2.

Soit # = (v/5—1)/2 € R\ Q algébrique de degré 2. Par I1.2, il existe A > 0 tel que |0 — p/q| >
A/q?, soit |q — p| > A/|q| pour tout (p,q) € Z x Z\ {0}.

Pour k = (k1,ko) € Z?\ {0} : ey - k = eq 1(k1 + 0kz), donc |ey - k| = |es 1| - |kof + k1| >
lex1l4/[ks] > cA/|k| pour [ka] < [K]. Si ks = 06t ky £ 0, ey - k| = e - [ba] > e.1]/ 1kl

Posons C' = Aley 1|. Alors ey € D(2,1,C). De méme pour e_. O

Question 1V.3.b

Enoncé. Déterminer ¢ > 0 telle que pour tout R > 0 et tout k = (k1,k2) € Z2?\ {0} avec
sup(|kul, [k2|) < R, [M~"k| > AT R~

Preuve. Décomposons k = aeq + be_ avec (a,b) € R%. Alors M "k = al;"es + bA "e_ =
ar"er +bNte_ (car A\_ = /\;1). Donc

|M 7"k = a® X727 + 0PAT > 0PN
On veut |b| > ¢//R pour une constante. Or b =k -e_/|e_|?> = k- e_ (car e_ unitaire). Par IV.3.a,

|k-e_| > C/|k| et |[k| < V2R, donc |b| > C/(v/2R). Ainsi [M k| > |b|]AT > CA" /(v/2R). On pose
c=C/V2.
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Lean. La preuve formalisée existe sous deux formes (PartieIV.lean) :
Premiére formalisation (par auto-adjonction) : Mvec_inv_iter_norm_lower_bound_R (ac-
tion M~™) et Mvec_iter_norm_lower_bound_R (action M"™) contournent la décomposition spec-
trale explicite en utilisant ’auto-adjonction (Mvec_iter_self_adjoint) et l'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour vecteur unitaire (abs_vecDot_le_vecNorm_of_unit). Corollaire asymptotique Mvec_iter_norm_te
| M"™ k|| — 4o0.
Seconde formalisation (par décomposition spectrale directe) :

— vec_decomp : tout k € R? se décompose en k = (k, e, ) e, +(k,e_) e_ (preuve par substitution
¢ = 1/¢' pour éliminer une variable, puis field_simp+ring sur la formule explicite).

— vec_pythagoras : ||k|> = (k,es )2+ (k,e_)? (corollaire par les relations de ligne de la matrice
orthogonale [e4;e_]).

— Mvec_inv_iter_norm_sq_eq : la formule spectrale ezacte ||M~"k|* = a?A?" + b*A2" (avec
a=(k,et), b= (k,e_)), qui correspond ligne a ligne au calcul du LaTeX ci-dessus.

La borne inférieure |M~"k| > [b|AT se déduit alors trivialement en oubliant le terme positif a2A*".

Question 1V.3.c

Enoncé. Soit y : RT — R* décroissante tendant vers 0.

Hy ={f € B2 [ VR >0, Sty ropzr (R < X(R)” Cpeze [F(K)}.

Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout n € N et toutes f,g € H, avec

JJt=Jlg=0:

)//f "(z1, m2))g(21, 22) dxld:@’ <2 / m / \g| n/g)

Preuve (schéma). Par Parseval-Plancherel, pour f,g € Es :
/ F(M™2)g(z)dx = (2n) ZfM"Tk:)(k)

Sous I'hypothese [[ f = [[¢g=0, f(O) = 3(0) = 0, donc la somme porte sur k # 0 (et M"Tk # 0).
Posons R,, = c)\?_/2 pour un certain ¢ > 0 adapté. On scinde la somme en |k| < R, et |k| > R,,.
Pour |k| < Ry, |[M"Tk| > dAT R, = c’)ﬁ/z/c par IV.3.b. Donc f(M"Tk) correspond a un

. 2 . Y 2 n

mode de fréquence haute, > c’)\rfr/ /c. Par déf de H,, Z\k|zc’)\i/2/c If(k)]? < X(c’)&/ /)22

Pour |k| > Ry, |g(—k)| correspond & un mode haute fréquence pour g, donc bornable par x(R,,).

Par Cauchy-Schwarz, on obtient : | [[ f(M"z)g(z)dz| < 2| f|z2llgllz2x(¢ /\n/ ) en absorbant
les constantes dans le 2. O
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