INF 232
Automates et langages

Yassine Lakhnech

Yassi ne. Lakhnech@ mag. fr

|
Automates et Langages Start — p.1/12



L'induction

Un outil formel élégant tres utile en informatique

* elle permet de faire des définitions “récursives”
o d’ensembles
° de fonctions
* elle propose une technique de preuve souvent plus
élégante que la récursion sur les entiers
© mais la récursion sur les entiers (ou les ordinaux plus
genéeralement) est toujours possible

* nous l'avons déja utiliée pour définir les expressions
arithmetiques, les expressions régulieres,...
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Définitions inductives

La définition inductive d’'une partie X d’'un ensemble consiste
* en la donnée explicite de certains éléments de X (bases),

* en la donnée de moyens de construire de nouveaux
éléments de X a partie d’élements deja connus (construits),
ce sont les étapes inductives
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Définitions inductives

Soit U un ensemble. Une définition inductive d’'une partie X de
U est donnee

* d’'un sous ensemble B de U,

* d'un ensemble K de fonctions (partielles) f : U“f) — U, ou
a(f) est l'artité de f (le nombre d’arguments)

Lensemble X est défini comme étant le plus petit ensemble
vérifiant les assertions (B) et (1) suivantes :

e (B): BC X
* (I):VfeK,Vxy,--- s La(f) c X, f(a:l,--- ,a:a(f)) c X.
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Définitions inductives

Lensemble ainsi defini existe. Ona X = (., Y, ou
Y={Y CU|BCY etY verifie (I)}.

1. Par définition () Y est plus petit que tout ensemble qui
Yey

vérifie (B) et (1).
2. On vérifie que () Y vérifie (B) et (1).

Yey
(@ (B):VYe)Y,BCY.Donc,BC (Y.
Yey
(b) Soient f € K etwy,- -, x4 € YQyY. Alors,

T1, 0, Ze(p) €Y, pourtourY € Y. Comme VY € )V, Y
vérifie (1), onaVvVY € ), f(x1, - ,zqp)) € Y. DoNC,

f(xlf” 7xa(f)) < ﬂ Y.
Yey
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Définition explicite

Théoreme : Si X est défini inductivement par (B, K) alors

X = U X; ol
i€ IN
* Xo=2H
* Xip1 =Xy U{f(mr,- yzeqp) | f €K, 21, ,245) € Xy}
Démonstration:

1. Pour montrer | J X; C X, on montre, par récurrence sur i,
iCIN
Vi e IN, X; C X.
2. Pour montrer X C |J X;, on montre que [ ] X; vérifie (B)
1€IN 1€IN
et (7).
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Principe de preuve par induction

Théoreme : Soit X un ensemble défini inductivement par
(B, K). Pour montrer

Vx € X - P(x) ou P est une propriéte

Il suffit de montrer :
1. Cas de base : pourtoutb € B, on a P(b).

2. Pas d’induction : pour tout f € K, pour tout
T1, 0 Tepy € U, Si P(x1),- -, P(x,y)) SONt vraies, alors

P(f(z1,-++ ,2q05))) €St Vraie.

Déemonstration: Soit P = {x € U | P(x)}. Alors, il suffit de

montrer P verifie (B) et (I). Ce qui est immeédiat.
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Preuve par induction

On montre
Vr € Pair, dk € INx = 2k

Preuve par induction :
1. Casdebase: 0=2x0.

2. Pas d’induction : Soit x € Pair telq gu’ll existe k, € IN avec
x = 2k,. On montre qu’il existe k € IN tel que = + 2 = 2k.
On pose k =k, + 1.
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Retour a I'exemple Pair

On peut aussi montrer
{2k | k € IN} C Pair

On montre : Vk € IN - 2k € Pair par recurrence sur k.
* Base: k=0. Alors, 2x0 =0 € Pair.

* Pas de recurrence : Soit £ € IN tel que 2k € Pair. |l faut
montrer 2(k + 1) € Pair.
Ona2k+1)=2k+2= f(2k). Comme 2k € Pair, On a
2k + 2 = f(2k) € Pair.
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Définition non-ambigué

Une défintion inductive est non-ambigué, si
® pourtout f € K ettoutxy, -,z € X,
flz1, - 2qp)) € B,
° pourtout f, f' € K ettout wy, -+, z4p), 27, ,x;(f,) c X,
[, wgpy) = f(@h, - vmla(f/)) implique f = [ et
T4+ 1=a,...,247 :ZU;(f,).
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Exemples de définitions ambiguées et non-ambiguées
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Fonctions définies inductivement

Théoreme : Soit X un ensemble défini inductivement par
(B, K) tel que (B, K) soit non-ambigué, soit G un ensemble
guelconque, soit gg : B — F' une fonction et une famille de

fonctions g, : U?*/) — @, pour tout f € K.
Il existe une unique fonction g : X — F' telle que

° pourtoutz € B, g(b) = gp(b)
® pourtout f € Ketwy -, x4 €X

g(f(xlv"' 7xa(f))> — gf(xlv"' 7$a(f)7g(x1)7"' 7g<xa(f)>)
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